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SUR UNE FORMULE DES CARACTBRES 
POUR LES ALGiiBRES DE KAC-MOODY SYMGTRISABLES 
Par K. IOHARA (t) 
R&IMC. - Soit g une algebre de Kac-Moody symetrisable. Darts [KWl], Kac et Wakimoto ont demon& une 
formule des caracteres pour une grande classe de g-modules simples de plus grand poids qui comprend des 
g-modules integrables comme cas particulier. Nous obtenons une extension de la formule de Kac et Wakimoto. 
ABSTRACT. - Let g be a symmetrizable Kac-Moody algebra. In [KWI], Kac and Wakimoto proved a character 
fomula for a large class of irreducible highest weight g-modules which includes integrable modules as a special 
case. We obtain an extension of Kac and Wakimoto’s formula. 
1. Introduction 
Soit g une algebre de Kac-Moody symetrisable et h une sowalgebre de Cartan. Dans 
[KWl], Kac et Wakimoto ont demontre une formule des caracteres des g-modules simples 
de plus grand poids lorsque ceux-ci sont les objets de la sous-categoric 0’ pleine de 0 
introduite par Deodhar, Gabber et Kac [DGK]. 11s ont consider6 une telle classe dans le but 
de classifier et d&ire des representations qui sont invariantes modulaires [KW2]. D’autre 
part, Kumar a obtenu la sous-categoric c?“,“, pleine de c3 [Ku], qui est une bonne extension 
de 0”. Dans cette note, la formule des caracteres des g-modules simple de plus grand poids, 
lorsque ceux-ci sont les objets de Q1’.+, sera demontree sous une hypothese formulee dans 
[KWl]. II me semble que c’est probablement l’extension maximale de la formule de Weyl. 
2. La catCgorie 0”‘,g 
Dans ce paragraphe, on explique le theoreme de decomposition d’une sous-cattgorie 
pleine de 0 [MP] et les proprietes de la categoric ow.g. [Ku]. 
Soit 5’ un sous-ensemble de h* qui n’est pas vide. On dit que S est caracteristique 
[MP] s’il a la propriete suivante: 
Soient X E S et p E h*. Si le g-module simple L(/J) de plus grand poids IL est un 
sous-quotient du module de Verma M(X) de plus grand poids A, alors on a 1~ E 5’. 
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Dans l’ensemble S, on dkfinit des relations, noties +, -, de la faGon suivante : 
(I) Si X, or. E S, alors A + 1~ si et seulement si le g-module simple L(/L) de plus grand 
poids p est un sous-quotient du module de Verma A&(X) de plus grand poids X. 
(II) Si X,/L E S, alors X - ks si et seulement si il existe une chaine finie (pour un 
entier 71) X = X0: X1.. . . ,X,, = 11, avec tout X, E S telle que X; k X,+1 ou X;+I t X, 
pour tout 0 5 i < 7)). 
On note que la relation - est une relation d’kquivalence dans l’ensemble S. 
Un exemple important pour nous est le sous-ensemble K1”.sl. de b* introduit par Kumar 
[Ku] de la fagon suivante. 
Soient A (resp. Are, AZ”‘) l’ensemble des racines (resp. racines rkelles, racines 
imaginaires), A; (* = . . me, im) le sous-ensemble de A* qui est constituk par les racines 
positives et W le groupe de Weyl. Fixons une forme bilidaire (., .) qui est standard, 
symmkrique, invariante et non dCgCnCrCe, et un Clkment p E b* tel que I = 1 pour 
toutes les coracines simples hi. (Voir [Ka] pour plus de d&ails.) Pour tout CY E Al;r,, on pose 
7;, := {A E b*la(x + p. a) = (a, 0)) 
et 
T := u,,,~T~, K’L‘.Y. .- b* \ T. 
On dCfinit une action dCplacCe de W sur b* de la fagon suivante. Pour TII E W et 
X E b*, posons : 
IU 0 x := w(X + p) - p. 
Remarque. - K”.g. est stable sous l’action dCplacCe de W. 
Le thCo&me suivant est connu : 
THBOR~ME 2.1 ([KK], [Ku]). - Soient X E K”‘.g. et p E b* tels que X # p,. Alors 
L(p) est un sous-quotient de M(X) si et seulement si ils existent /I$, 102, . . . /& E A7 et 
X = X0, X1, . . ) X, = p E fJ* (pour un entier positif n) tels que : 
oLi ‘r,j, de’signe une r@exion de W. 
Pour chaque X E b*, on dkfinit le sous-ensemble Ax de A et le sous-groupe Wx de 
W de la facon suivante : 
Wx := (~,,I(Y E Ax n A+). 
Voir [MP) pour les propriktks de Ax et W’. 
COROLLAIRE 2.2. - Soient X, 1-1 E K”.“.. Alors X N p si et seulement si p E Wx o A. 
On d&nit la sous-catkgorie CJ5 associke au sous-ensemble caractkristique S de b* de 
la faGon suivante : 
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DEFINITION 2.1. 
(I) 0s est la sous-catgorie pleine de 0 formee des objets A4 de 0 dont tous les facteurs 
L(/L) de la composition de kf satisfont b E S. 
(II) Pour chaque classe d’equivalence [X] E S/ N, C$] est la sous-categoric pleine de 
0s formee des objets A4 de 0s dont tous les facteurs ,5(/b) de la composition de kf 
satisfont /I, E [Xl. 
En particulier on designe c3’“.g. par 0~” 9 . 
Remarque. - Si X E S, alors M(p) E ObC31~1 pour tout ,U E [Xl. 
En utilisant une idee de [DGK], on a le theoreme de decomposition de la categoric 
OS [MP]. 
THEOR~ME 2.3 ([DGK], [Ku], [MP]). - Pour tout M E ObC?s, il exisfe une seufe famille 
{ M[x] }[A, de sow-modules de M, telle que 
3. Une formule des caracthes 
Dans ce paragraphe on demontre une formule des caracteres. La preuve utilise les 
foncteurs de la translation introduits par Jantzen [J]. Soit Il = {ol, . . . , an} l’ensemble 
des racines simples et P+ l’ensemble des poids dominants entiers. Pour 6’ E ‘P+, il existe 
une base {ZJ~ Ii E Z,a} de L(8) qui satisfait les conditions suivantes : 
(i) vi est un vecteur de poids 8i, 1 
(ii) Bi - Oj E $;,iZ2uak \ (0) =k i < j. 
Deodhar, Gabber et Kac ont demontre le lemme fondamental suivant : 
LEMME 3.1 ([DGK]). - Soit M un g-module de plus grand poids A E f~*. Alors, 
(I) M @ L(d) a une se’rie de composition faible: 
(0) = Po c PI c Pz c . , uI=, = M ~3 L(8) 
telle que Pi/Pi-,, si non-m.4 est un g-module de plus grand poids X + Bi pour tout i > 0. 
(II) En particulier si M = M(X), a ors Pi/Pi-, % M(X + 0;) pour tout i > 0. 1 
Maintenant on definit les foncteurs de la translation de la fagon suivante. D’apres le 
Theoreme 2.3, pour tout M E Ob0 on a M = @M[xI tel que ML,] E ObC3[,,] ([Xl E lj*/ -). 
On designe par 7r[~] le foncteur de la projection 
Soient X, p E K”+ tels que W(h - X) f’ P+ = {A} pour un poids A E F+. Dans ce 
cas, on a Ax = AN et Wx = Wp. 
Remarque. - Si M E ObOg et A E P+, alors M @ L(A) E ObOg. Mais en general 
Ad@ L(A) $ ObC’“+ m&me si M E 0bCF.g.. 
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DEFINITION 3.1 ([J]). - Le foncteur de la translation ‘il:;] : (31,1 + O[,,] est defini par 
T,f(M) := 7~1(J4 @ L(A)) pour hf E ObO[x]. 
Remarque. - Le foncteur T/G1 est additif et exact. 
Une propriM importante de ces foncteurs est donnee par la proposition suivante. Pour 
u E C, on note a > 0 si et seulement si on a Re a > 0, ou Re (1. = 0 et Im ~1. > 0. 
PROPOSITION 3.2. - Soient Xt p, E K”‘.g. tels que W(/L - A) n z)+ = { ,\}. Par ailleurs 
on suppose que 
(9 (A + P, a) # 0, 
(ii) (A + p, a) > 0 ( resp. < 0) implique (p + p. (I) > 0 (resp. < 0) 
pour tout CY E Ax. Alors 
T;$](M(w o X)) = M(w o p) ‘dw E W’. 
De’monstration. - Puisque M(w o X) E ObOlx) pour tout ‘UI E IV’, on a 
T/$‘(M(u: o X)) = Q&LI(,u o X) 6% L(A)). 
D’apres le Lemme 3.1, M(w o X) @ L(A) a une serie de composition faible avec les 
facteurs M( w 0 X + 0) pour tout H E P(A), oti P(A) est l’ensemble des poids de L(n). 
Done il suffit de montrer 1’CnoncC suivant : 
11 existe un seul poids H E P(A) et un seul Clement w’ E IV’1 = IV’, tels que 
w o X + H = w’ o CL. En particulier on a w’ = w. 
Posons X’ = X + p, 19’ = wFIH, l-r’ = iiS + /, et ‘11 = 10 -‘w’, on peut montrer I’CnoncC 
ci-dessus de man&e analogue que [KW 11. 0 
On pose 
rIX={tk~AXna+l a n’est pas Cgale a une somme d’elements de Ax n A+ }. 
LEMME 3.3. - Soit A E K7”.g. tel que Ax # $ et (X + p. /j) > 0 pour tout ,!? E Ax n A+. 
Alors pour chaque Q E II’, il existe IL E K”‘.g. tel que : 
(i) (b + ~,a) = 0, (1~ + p-/j) > 0 pour tout /j E 7rTTx\{0}, 
(ii) W(,L - X) n P+ # 4. 
Pour tout M E ObC3, on note chM le caractere formel, et pour tout w E IV’, on note 
l(w) la longeur d’une decomposition reduite de w. On pose E(W) = (-l)‘(‘“). 
THBORBME 3.4. - Soit X E K”‘.g. tel que (X + p: a) > 0 pour tout cv E Ax n A+. 
Alors, on a : 
chL(X) = c &(w)chM(w o X). 
lrrtWX 
De’monstration. - On a 
(1) chL(X) = c m,()c,w)chM(w o X), nt>(X, 1) = 1. 
UlEll~” 
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D’aprks le Lemme 3.3, on applique le foncteur $$I1 B une suite exacte : 
M(X)/M(?“, 0 A) -+ L(X) + 0. 
D’apri% la Proposition 3.2 et l’exactitude de T’$, on a T[$](L(X)) = 0. En appliquant 
T’{z’ B (l), on obtient n~(X,w) + m(X, wr.,) = 0. Puisque Wx = (r,la E IIx), on dCduit 
que m(X,w) = E(W). 0 
Remarque. - Soit X E K w.g. tel que (X + p, a) > 0 pour tout a E Ax n A+. En g&&al, 
chL(X) n’est pas invariant sous l’action de W ‘. C’est WA-invariant si et seulement si 
rrx c rr . (cf. [KW~I) 
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